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ΠΡΟΛΟΓΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

Σε συνέχεια του σηµειώµατός µου µε τίτλο: Στη Μνήµη του R. E. Kálmán (1930-
2016), αναδηµοσιεύεται το Δοκίµιο 8 του βιβλίου µου: Δοκίµια στη Λογική Ιστορία 
της Πολιτικής Οικονοµίας, Αθήνα, Matura, 2010. Αυτό το δοκίµιο αφορά στις έννοιες 
της «Ελεγξιµότητας» (Controllability) και «Παρατηρησιµότητας» (Observability), τις 
οποίες εισήγαγε ο Kálmán, και στη σηµασία τους για: 
(i). Τη Μοντέρνα Κλασική Θεωρία των Εµπορευµατικών Τιµών, Κατανοµής και 
Μεγέθυνσης του Κοινωνικού Εισοδήµατος, σε γενικούς όρους. 
(ii). Το λεγόµενο «Μαρξικό Πρόβληµα του Μετασχηµατισµού των Εργασιακών 
Αξιών σε Τιµές Παραγωγής», ειδικότερα. 
 Σηµειώνονται τα εξής: 
• Για ορισµένες υποδείξεις πάνω στη γενεαλογία των δύο προαναφερθέντων 
εννοιών, βλέπε Kalmam, R. E. (1961) On the general theory of control systems, in: 
Proceedings of the First International Congress on Automatic Control, London, 
Butterworths, Volume 1, pp. 481-492. 

• Μία πρώτη εκδοχή του παρόντος δοκιµίου δηµοσιεύθηκε το έτος 2003, στο 
περιοδικό Asian-African Journal of Economics and Econometrics, 3 (2), pp. 113-
127, και παρουσιάσθηκε, εν συνεχεία, σε ένα σεµινάριο των παραδόσεών µου 
πάνω στη «Θεωρία της Οικονοµικής Μεγέθυνσης», στο Τµήµα Δηµόσιας 
Διοίκησης του Παντείου Πανεπιστηµίου. Ευχαριστώ τον εκδότη του εν λόγω 
περιοδικού, αείµνηστο Καθηγητή Κ. Sham Bhat, τους φοιτητές του σεµιναρίου, 
και τον David Laibman για ορισµένες επισηµάνσεις του.  

• Το ως άνω σηµείο (i) αναπτύσσεται περαιτέρω στις δηµοσιεύσεις: Mariolis, T. and 
Tsoulfidis, L. (2014)  On Bródy’s conjecture: theory, facts and figures from the US 
economy, Economic Systems Research, 26 (2), pp. 209-223, και Mariolis, T. and 
Tsoulfidis, L. (2016) Modern Classical Economics and Reality. A Spectral Analy-
sis of the Theory of Value and Distribution, Japan, Springer. 
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Πάντειο Πανεπιστήµιο 
Ι.Κ.Ε. Δηµήτρης Μπάτσης 
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Ελεγξιµότητα, Παρατηρησιµότητα, Κανονικότητα και το 
Πρόβληµα του ‘Μετασχηµατισµού των Εργασιακών Αξιών σε 
Τιµές Παραγωγής’ 
 
Το παρόν δοκίµιο προσδιορίζει και ερµηνεύει εκείνες τις  ευθείες σχέσεις, οι οποίες υφίστανται 
ανάµεσα στις δυϊκές έννοιες ‘πλήρης ελεγξιµότητα/πλήρης παρατηρησιµότητα’ και την έννοια 
‘κανονική τεχνική παραγωγής’. Ειδικότερα, αποδεικνύει ότι (i) υπάρχει ένα ορισµένο 
δυναµικό, διακριτού (συνεχούς) χρόνου, σύστηµα προσδιορισµού των εργασιακών αξιών, το 
οποίο συνδέεται µε το σύνηθες σύστηµα προσδιορισµού των τιµών παραγωγής µέσω του z-
µετασχηµατισµού (του Laplace µετασχηµατισµού), και (ii) το εν λόγω σύστηµα των αξιών είναι 
πλήρως ελέγξιµο όταν και µόνον όταν το σύστηµα των τιµών παραγωγής είναι κανονικό. 
Δεδοµένων αυτών, θα µπορούσε να θεωρηθεί ότι ο z-µετασχηµατισµός (ο Laplace 
µετασχηµατισµός) συνιστά τη λύση ενός καταλλήλως αναδιατυπωµένου µαρξικού προβλήµατος 
του ‘µετασχηµατισµού των αξιών σε τιµές παραγωγής’. Εκκινώντας, ωστόσο, από µία 
οικονοµική ερµηνεία του z-µετασχηµατισµού (του Laplace µετασχηµατισµού), το παρόν 
δοκίµιο αποδεικνύει όχι µόνον ότι η θεώρηση αυτή δεν δύναται να γίνει δεκτή, αλλά και ότι το 
υποτεθέν ‘πρόβληµα’ είναι άνευ οικονοµικής σηµασίας.  

 
 ‘Η δοµική  ανάλυση ξεκινάει από τη δοµή, δηλ. από τις 

σχέσεις που ορίζονται µε καθαρά φορµαλιστικό τρόπο 
από ορισµένες ιδιότητες που διαθέτει ένα σύνολο 
στοιχείων, των οποίων η φύση δεν είναι καθορισµένη. και 
ξεκινώντας από τη δοµή που έχει τεθεί µ’ αυτόν τον 
τρόπο, η ανάλυση δείχνει ότι ένα πολιτισµικό 
περιεχόµενο (ένα σύστηµα συγγένειας, ένας µύθος) 
αποτελεί ‘παράστασή’ της. Tι έχουµε δείξει, λοιπόν; Ότι 
το περιεχόµενο αυτό είναι ισόµορφο ως προς ένα αριθµό 
άλλων περιεχοµένων. Η δοµή είναι ακριβώς το στοιχείο 
που διατηρείται όταν υπάρχει ισοµορφισµός µεταξύ δύο 
συνόλων.’ 

 Vincent Descombes, To Ίδιο και το Άλλο. Σαρανταπέντε 
χρόνια γαλλικής φιλοσοφίας (1979) 

 
 ‘Ένα βασικό αδιέξοδο όλων των µηχανών ελέγχου είναι 

το εξής: ο έλεγχος χρειάζεται χρόνο για να ασκηθεί. Γιατί 
και ο έλεγχος χρειάζεται αντίδραση ή συγκατάθεση. 
αλλιώς παύει να είναι έλεγχος. Δεν ελέγχεις ένα 
µαγνητόφωνο – το χρησιµοποιείς. Όλα τα συστήµατα 
ελέγχου προσπαθούν να κάνουν τον έλεγχο πιο ενδελεχή, 
αλλά συγχρόνως, αν πετύχουν απολύτως, δεν θα έχει 
µείνει τίποτε να ελέγξουν. Όταν δεν υπάρχει αντίδραση, ο 
έλεγχος γίνεται µία πρόταση χωρίς νόηµα.’ 

 William S. Burroughs, Τα Όρια του Ελέγχου (1975) 
 

1. Εισαγωγή 
Οι δυϊκές έννοιες ‘ελεγξιµότητα και παρατηρησιµότητα’ (‘controllability and 
observability’), οι οποίες εισήχθησαν, κατά πρώτον, από τον Kalman (1960), 
είναι θεµελιώδεις για τη λεγόµενη ‘Μοντέρνα Θεωρία των Συστηµάτων 
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Ελέγχου’.1 Από την άλλη πλευρά, η έννοια ‘κανονικό’ (‘regular’) σύστηµα ή 
τεχνική παραγωγής, η οποία εισήχθη κατά πρώτον από τον Schefold (1971, pp. 
12–20, 1976), είναι θεµελιώδης για τη µη νεοκλασική ‘Θεωρία της 
Παραγωγής’, και ιδίως για τη διερεύνηση των σχέσεων ανάµεσα στις 
µακροχρόνιες σχετικές τιµές των παραγοµένων εµπορευµάτων, την κατανοµή 
του εισοδήµατος και τις τεχνικές συνθήκες παραγωγής, στα πλαίσια 
συστηµάτων παραγωγής à la Sraffa (1960).2 Στο παρόν δοκίµιο (i) δείχνουµε 
ότι υφίσταται µία αµφιµονοσήµαντη σχέση ανάµεσα σε ένα ‘πλήρως ελέγξιµο 
και πλήρως παρατηρήσιµο’ γραµµικό δυναµικό σύστηµα και σε ένα ‘κανονικό’ 
γραµµικό σύστηµα απλής (single) παραγωγής, και (ii) στη βάση αυτής της 
σχέσης, ασκούµε κριτική στο λεγόµενο πρόβληµα του ‘µετασχηµατισµού των 
εργασιακών αξιών σε τιµές παραγωγής’. Η παρούσα κριτική συµβάλλει στην 
περαιτέρω ανάδειξη ορισµένων από εκείνα τα ανυπέρβλητα ζητήµατα, τα 
οποία εµφανίζει κάθε προσπάθεια ανεύρεσης µιας οικονοµικά σηµαντικής 
ποσοτικής σχέσης ανάµεσα στις ενσωµατωµένες ποσότητες εργασίας και τις 
τιµές παραγωγής (ζητήµατα που έχει αναδείξει η σραφφαϊανή, κυρίως, 
πραγµάτευση της παραδοσιακής µαρξικής θεωρίας – βλ. κυρίως Steedman, 
1977, 1985, Steedman and Tomkins, 1998, καθώς και το Δοκίµιο 7 του 
παρόντος τόµου).  

 Το υπόλοιπο του παρόντος δοµείται ως εξής: Στην Ενότητα 2 εκτίθενται 
οι βασικοί, για τη διερεύνηση που ακολουθεί, ορισµοί και θεωρήµατα.3 Στην 
Ενότητα 3 προσδιορίζεται η σχέση που υφίσταται ανάµεσα σε ένα πλήρως 
ελέγξιµο και πλήρως παρατηρήσιµο γραµµικό δυναµικό σύστηµα και σε ένα 
κανονικό γραµµικό σύστηµα απλής παραγωγής. Στην Ενότητα 4 ασκείται 
κριτική στο πρόβληµα του ‘µετασχηµατισµού των εργασιακών αξιών σε τιµές’. 
Τέλος, στην Ενότητα 5 συνοψίζονται τα συµπεράσµατα της διερεύνησης. 

 
                                                
1 Για τις σχέσεις ανάµεσα στην Παραδοσιακή και τη Μοντέρνα Θεωρία Ελέγχου, βλέπε, Gilbert 
(1963), Kalman (1963) και, για παράδειγµα, D’ Azzo and Houpis (1988, chs 1, 13, 18-20). Πάντως, η 
ύπαρξη µη ελέγξιµων/µη παρατηρήσιµων συστηµάτων, και οι περιπλοκές που αυτή δηµιουργεί για την 
Παραδοσιακή Θεωρία, η οποία βασίζεται στην έννοια ‘συνάρτηση µεταφοράς’ (‘transfer function’), δεν 
ήταν άγνωστη στην πρωτοπόρα ‘Σοβιετική Σχολή του Αυτοµάτου Ελέγχου’, ακριβώς επειδή η 
τελευταία ασχολήθηκε µε απεικονίσεις συστηµάτων στο ‘πεδίο του χρόνου’ (time-domain) και όχι, 
τόσο, στο ‘πεδίο των (µιγαδικών) συχνοτήτων’ (frequency-domain), όπου και ορίζεται η συνάρτηση 
µεταφοράς. Αν και η σχετική µε τις εν λόγω έννοιες ελληνική βιβλιογραφία µάλλον δεν είναι εκτενής, 
δυνάµεθα να παραπέµψουµε στα  Κρικέλης (1985, κεφ. 2-4, χ.χ., κεφ. 2-3),  Σχοινάς (1990, κεφ. 4-5) 
και Θεοδωρίδης et al. (2004, κεφ. 3-5). Τέλος, για την εφαρµογή αυτών των εννοιών στη θεωρία της 
οικονοµικής πολιτικής, βλέπε, για παράδειγµα, Aoki (1976, chs. 3 and 5), Wohltmann (1981), Chukwu 
(2003). 
2 Βλ. Bidard and Salvadori (1995), Kurz and Salvadori (1995, ch. 6). Σηµειώνεται ότι στον ορισµό του 
κανονικού συστήµατος παραγωγής, ο οποίος δόθηκε αρχικά από τον B. Schefold, περιέχεται µία 
πλεονάζουσα συνθήκη (βλ. Bidard and Salvadori, 1995, p. 389). 
3 Ο εξοικειωµένος µε τις έννοιες ‘ελεγξιµότητα-παρατηρησιµότητα’ αναγνώστης δεν απαιτείται να 
επιµείνει σε αυτήν την Ενότητα. 
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2. Βασικοί Ορισµοί και Θεωρήµατα 
2.1. Ως γνωστόν, µία σηµαντική κλάση γραµµικών, χρονικά αµετάβλητων, 
δυναµικών συστηµάτων (π.χ. φυσικών ή οικονοµικών) δύναται να περιγραφεί 
από το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων διαφορών (για την αξιωµατική 
θεµελίωση αυτής της περιγραφής, βλ. Kalman, 1963, pp. 154-157 και 189-
190): 

 T T T( 1) ( ) ( ) ,   0,1,...t t u t t+ = + =v v A l             (1α) 
 T( ) ( )y t t= v b                                                              (1β) 

όπου T ( ) [ ( )],jt v t≡v  j = 1,2,…, n, είναι το πραγµατικό 1×n διάνυσµα 

κατάστασης του συστήµατος, A  η πραγµατική, σταθερή, n×n µήτρα του 
συστήµατος (γνωστή και ως ‘plant coefficient matrix’), ( )u t  η εισροή του 
συστήµατος, η οποία συνιστά µία βαθµωτή συνάρτηση του χρόνου (γνωστή 
και ως ‘one-dimensional control vector’), Tl  ένα πραγµατικό σταθερό, 1×n 
διάνυσµα, b  είναι ένα πραγµατικό, σταθερό, n×1 διάνυσµα και ( )y t  η εκροή 
του συστήµατος.4 

 Κατάσταση ενός δυναµικού συστήµατος είναι µία µαθηµατική δοµή, η 
οποία περιέχει τις n µεταβλητές ( )jv t , ήτοι τις λεγόµενες µεταβλητές 
κατάστασης. Οι αρχικές τιµές (0)jv  αυτών των µεταβλητών και η εισροή του 
συστήµατος ( )u t  επαρκούν για τον κατά µοναδικό τρόπο προσδιορισµό της 
µελλοντικής συµπεριφοράς του συστήµατος για κάθε 0t ≥ . Οι µεταβλητές 
κατάστασης δεν απαιτείται να είναι παρατηρήσιµες και µετρήσιµες ποσότητες 
(π.χ. από φυσική ή, αντιστοίχως, οικονοµική άποψη). Δύνανται να είναι 
καθαρά µαθηµατικές, αφηρηµένες, ποσότητες. Αντιθέτως, η εισροή και η 
εκροή του συστήµατος είναι συγκεκριµένες, παρατηρήσιµες και µετρήσιµες, 
ποσότητες, ήτοι ποσότητες οι οποίες έχουν µια συγκεκριµένη σηµασία (π.χ. 
φυσική ή, αντιστοίχως, οικονοµική). Χώρος κατάστασης είναι ο n-διαστάσεων 
διανυσµατικός χώρος, στον οποίο οι συνιστώσες του διανύσµατος κατάστασης 
παριστούν το σύστηµα συντεταγµένων του. Σηµειώνεται, τέλος, ότι η επιλογή 

                                                
4 Οι εξισώσεις (1α, β) εκφράζουν ένα πρώτης τάξης (first-order), µοναδικής εισροής-µοναδικής εκροής 
(single input-single output), χρονικά αµετάβλητο (time-invariant) και γραµµικό σύστηµα διακριτού 
χρόνου (discrete-time system). Το ανάλογο της (1α) σε συνεχή χρόνο είναι το ακόλουθο σύστηµα 
διαφορικών εξισώσεων 
 T T T( ) ( )[ ] ( )t t u t= − +v v A I l&  (1αα) 

όπου ( )tv&  είναι η πρώτη παράγωγος του T ( )tv  και I  η  n×n µοναδιαία µήτρα. Στα ακόλουθα θα 
ασχοληθούµε µόνον µε συστήµατα, τα οποία περιγράφονται επαρκώς από τις εξισώσεις (1α, β) ή από 
τις (1αα, β). Ωστόσο, προκειµένου να συντοµεύσουµε τη συζήτηση θα αναφερόµαστε στις δεύτερες 
κατά σειρά εξισώσεις µόνον όταν κρίνουµε ότι είναι απολύτως αναγκαίο. 
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(από τον ερευνητή) των µεταβλητών κατάστασης, δηλαδή η επιλογή του 
µικρότερου δυνατού συνόλου των µεταβλητών που επιτρέπουν τον κατά 
µοναδικό τρόπο προσδιορισµό της µελλοντικής συµπεριφοράς του 
συστήµατος, δεν είναι µοναδική. Βέβαια, σε κάθε συγκεκριµένη επιλογή των 
εν λόγω µεταβλητών αντιστοιχεί µία µοναδικά καθορισµένη κατάσταση του 
συστήµατος (για όλα αυτά αναλυτικά, βλ. επίσης Luenberger, 1979, ψh. 4, D’ 
Azzo and Houpis, 1988, chs 2 and 5).5 

 Για τα ζητήµατα που θα µας απασχολήσουν εδώ, έχουν ιδιαίτερη 
σηµασία µόνον οι ακόλουθοι ορισµοί και θεωρήµατα (Gilbert, 1963, Kalman, 
1963, Johnson, 1966, Ford and Johnson, 1968, Luenberger, 1979, chs 5 and 8, 
Kuo, 1995, ch. 5): 
Ορισµός 2.1.1. Δύο περιγραφές [ , , ]A l b  και * * *[ , , ]A l b  του υπό θεώρηση 
δυναµικού συστήµατος καλούνται αυστηρώς ισοδύναµες όταν τα διανύσµατα 
κατάστασής τους T ( )tv και *T ( )tv , αντιστοίχως, συνδέονται για όλα τα t  µέσω 
της σχέσης 

 *T T( ) ( )t t=v v T  (2) 
όπου T είναι µία οµαλή, σταθερή µήτρα. 
Παρατήρηση: Όπως εύκολα αποδεικνύεται (βάσει των (1α, β) και (2)), η 
ύπαρξη αυστηρής ισοδυναµίας ανάµεσα στις προαναφερθείσες περιγραφές 
συνεπάγεται την ισχύ των ακολούθων σχέσεων (και vice versa): 

 * 1−=A T AT  (3α) 
 *T T=l l T (3β) 
 * 1−=b T b  (3γ) 

οι οποίες και ορίζουν, προφανώς, ένα ‘µετασχηµατισµό οµοιότητας (similarity 
transformation) µέσω της µήτρας οµοιότητας (similarity matrix) T ’ ή, πράγµα 
που είναι το ίδιο, µία αλλαγή του συστήµατος συντεταγµένων στο χώρο 
κατάστασης. 
Ορισµός 2.1.2. Το σύστηµα (1α) (δηλαδή, η περιγραφή [ , ]A l ) καλείται 
πλήρως ελέγξιµο(-η) εάν η αρχική κατάσταση (0) =v 0  µπορεί να µεταφερθεί, 

                                                
5 Όπως τονίζεται από τον Kalman (1963, p. 154), η παρούσα αξιωµατική περιγραφή ενός δυναµικού 
συστήµατος βασίζεται στην ‘Νευτώνεια Αρχή της Αιτιότητος’, σύµφωνα µε την οποία ‘the motion of a 
system of particles is fully determined for all future time by the present positions and momenta of the 
particles and by the present and future forces acting on the system. How the particles actually attained 
their present positions and momenta is immaterial. Future forces can have no effect on what happens at 
present’. Ως εκ τούτου, η παρούσα περιγραφή είναι τελείως ακατάλληλη για εκείνα τα µάλλον 
περίπλοκα συστήµατα (ψυχικά, οικονοµικά, κοινωνικά), στα πλαίσια των οποίων το µέλλον (για την 
ακρίβεια: οι προσδοκίες, οι ελπίδες, οι φόβοι, κ.λπ. των υποκειµένων για το µέλλον) επηρεάζει το 
παρόν και τα οποία, συνεπώς, είναι αδύνατον να περιγραφούν χωρίς την κατηγορία της 
‘µελλοντικότητας’ (futurity/futurität – βλ. π.χ. Willke, 1993, § 4.3). Ως γνωστόν, τα υποδείγµατα 
προσδιορισµού των συναλλαγµατικών ισοτιµιών (βλ. π.χ. Mussa, 1979) συνιστούν χαρακτηριστικά 
παραδείγµατα τέτοιων συστηµάτων. 
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µέσω της εισροής-ελέγχου ( )u t , σε κάθε τελική κατάσταση, εντός 
πεπερασµένου χρόνου. Στην αντίθετη περίπτωση καλείται µη ελέγξιµο(-η). 
Θεώρηµα 2.1.1. Το σύστηµα (1α) είναι πλήρως ελέγξιµο εάν και µόνον εάν η 
n×n µήτρα  
 T T T 2 T 1 T[ , , ,..., ]n−≡L l l A l A l A  
δηλ. η λεγόµενη µήτρα ελεγξιµότητας, έχει βαθµό (rank) ίσο µε n. 
Παρατήρηση: Από αυτό το θεώρηµα προκύπτει ότι εάν το σύστηµα είναι 
πλήρως ελέγξιµο (σύµφωνα µε τον προαναφερθέντα ορισµό), τότε κάθε αρχική 
κατάσταση µπορεί να µεταφερθεί σε κάθε τελική κατάσταση, εντός n βηµάτων 
(για αυτό το λεπτό ζήτηµα, βλ. Luenberger, 1979, p. 277 and 279). 
Ορισµός 2.1.3. Το σύστηµα (1α, β) (δηλαδή, η περιγραφή [ , , ]A l b ) καλείται 
πλήρως παρατηρήσιµο(-η) εάν η γνώση των τιµών της εισροής και της εκροής, 
για κάποιο πεπερασµένο χρονικό διάστηµα, επαρκεί για τον προσδιορισµό της 
αρχικής κατάστασης T (0)v . Στην αντίθετη περίπτωση καλείται µη 
παρατηρήσιµο(-η).  
Θεώρηµα 2.1.2. Το σύστηµα (1α, β) είναι πλήρως παρατηρήσιµο εάν και 
µόνον η n×n µήτρα 
  2 1[ , , ,... ]n−≡B b Ab A b A b  
δηλ. η λεγόµενη µήτρα παρατηρησιµότητας, έχει βαθµό n.  
Παρατήρηση: Απ’ αυτό το θεώρηµα προκύπτει ότι όταν το σύστηµα είναι 
πλήρως παρατηρήσιµο, για τον προσδιορισµό του (0)v  επαρκεί η γνώση n 
τιµών της εισροής και της εκροής (Luenberger, 1979, p. 287). Επίσης, από τα 
προηγούµενα θεωρήµατα συνάγεται εύκολα ότι οι ιδιότητες της πλήρους 
ελεγξιµότητας και παρατηρησιµότητας είναι ανεξάρτητες από την επιλογή του 
συστήµατος των συντεταγµένων στο χώρο κατάστασης, δηλαδή ότι όλες οι 
αυστηρώς ισοδύναµες περιγραφές ενός δυναµικού συστήµατος είναι και από 
την άποψη της πλήρους ελεγξιµότητας-παρατηρησιµότητας ισοδύναµες. 
Περαιτέρω, προκειµένου να δοθεί µια ξεκάθαρη παράσταση των εν λόγω 
δυϊκών ιδιοτήτων, ας υποθέσουµε ότι η µήτρα A  έχει n γραµµικώς ανεξάρτητα 
ιδιοδιανύσµατα και, συνεπώς, είναι διαγωνοποιήσιµη (για την αντίθετη 
περίπτωση, η διερεύνηση της οποίας βασίζεται στην αναγωγή της εν λόγω 
µήτρας σε µία άνω ή κάτω τριγωνική µήτρα, βλέπε, για παράδειγµα, Chen and 
Desoer, 1968). Εάν, λοιπόν, µετασχηµατίσουµε την εν λόγω µήτρα στη µήτρα 

1−T AT, όπου οι στήλες της T  είναι τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα της A , τότε 
συµπεραίνουµε εύκολα (λάβε υπόψη τις (2), (3α-γ)) ότι το σύστηµα είναι 
πλήρως ελέγξιµο (παρατηρήσιµο) εάν και µόνον εάν το διάνυσµα Tl  (το 
διάνυσµα b ) δεν είναι ορθογώνιο σε κανένα δεξιό (αριστερό) ιδιοδιάνυσµα της 
A . Διότι, όταν, και µόνον όταν, παραβιάζεται αυτή η συνθήκη, η µήτρα 
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1 ( )−LT T B , άρα και η µήτρα  ( )L B , είναι µη οµαλή.6 Αυτό συνεπάγεται, 
βέβαια, ότι υπάρχει ένα, τουλάχιστον, στοιχείο του *( )tv , το οποίο δεν 
επηρεάζεται (δεν επηρεάζει) από την εισροή (την εκροή) του συστήµατος. Έτσι, 
τα στοιχεία εκείνα του *( )tv , τα οποία αντιστοιχούν στα µηδενικά στοιχεία του 
*l  (του *b ) αποτελούν τις µη ελέγξιµες (µη παρατηρήσιµες) µεταβλητές 
κατάστασης του συστήµατος.  
Θεώρηµα 2.1.3. Εάν και µόνον εάν το σύστηµα (1α, β) δεν είναι πλήρως 
ελέγξιµο και πλήρως παρατηρήσιµο, τότε είναι αυστηρώς ισοδύναµο µε ένα 
σύστηµα του τύπου 

 

*
11
* *

*T *T *T *T T T21 22
1 2* *

31 33
* * * *
41 42 43 44

( 1) ( ) ( )[ , , , ]t t u t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ = +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A 0 0 0
A A 0 0

v v l l 0 0
A 0 A 0
A A A A

 (4α) 

 
*
2*T

*
4

( ) ( )y t t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
b

v
0
b

 (4b) 

όπου * * * * *
1 2 3 4[ , , , ],≡v v v v v  * T

kv  είναι ένα 1× kn  διάνυσµα (k = 1,…,4 και 

1 4... )n n n= + +  και τα * * *, ,mk k mA l b  (m = 1,…,4) είναι υπο-µήτρες και υπο-
διανύσµατα κατάλληλων διαστάσεων. Ως εκ τούτου, το συνολικό σύστηµα 
διασπάται ή, αλλιώς, αποσυντίθεται σε τέσσερα, αµοιβαίως αποκλειόµενα, 
υποσυστήµατα (για αυτό, λοιπόν, το παρόν θεώρηµα του R. E. Kalman 
καλείται ‘θεώρηµα διάσπασης (ή αποσύνθεσης)’), ήγουν 
(i) στο υποσύστηµα 1, το οποίο είναι πλήρως ελέγξιµο και µη παρατηρήσιµο,  
(ii) στο υποσύστηµα 2, το οποίο είναι πλήρως ελέγξιµο και πλήρως 
παρατηρήσιµο,  
(iii) στο υποσύστηµα 3, το οποίο είναι µη ελέγξιµο και µη παρατηρήσιµο, και  
(iv) στο υποσύστηµα 4, το οποίο είναι µη ελέγξιµο και πλήρως παρατηρήσιµο. 

                                                
6 Εάν υπάρχει ιδιοτιµή λ% της µήτρας A , στην οποία αντιστοιχούν δύο γραµµικώς ανεξάρτητα 
ιδιοδιανύσµατα, τότε δεν υπάρχει διάνυσµα T  ( )l b  για το οποίο το σύστηµα είναι πλήρως ελέγξιµο 
(παρατηρήσιµο). Διότι, στην περίπτωση αυτή, κάθε γραµµικός συνδυασµός των ιδιοδιανυσµάτων της 

λ% είναι ιδιοδιάνυσµα της A  και, συνεπώς, υπάρχει πάντοτε ιδιοδιάνυσµα της A , το οποίο είναι 
ορθογώνιο σε κάθε δεδοµένο T  ( )l b . Έτσι, ο βαθµός της µήτρας ( )L B  είναι, προφανώς, µικρότερος 
του n . Περαιτέρω, δύναται να αποδειχθεί ότι το σύστηµα είναι πάντοτε µη ελέγξιµο και µη 
παρατηρήσιµο, ανεξαρτήτως της επιλογής των T  l και b , εάν και µόνον εάν η µήτρα A  ικανοποιεί 
µια πολυωνυµική εξίσωση βαθµού µικρότερου του n  (για όλα αυτά: Johnson, 1966, Ford and 
Johnson, 1968). 



 

 8 

Παρατήρηση: Αποδεικνύεται ότι τα προαναφερθέντα τέσσερα υποσυστήµατα 
δεν προσδιορίζονται κατά µοναδικό τρόπο, ήτοι οι αριθµητικές τιµές των 
* * *, ,A l b  δεν προσδιορίζονται κατά µοναδικό τρόπο. Μάλιστα, αναλόγως της 

επιλογής της µήτρας T , είναι δυνατόν να µηδενισθούν ορισµένες από τις 
υποµήτρες της *A , οι οποίες εµφανίζονται στην (4α) (βλ., Kalman, 1963, pp. 
165-167 and 172-175).  
2.2. Εκτός από τον προηγούµενο τρόπο περιγραφής ενός δυναµικού 
συστήµατος, δηλαδή διαµέσου των µεταβλητών κατάστασης, ο οποίος 
συντελείται στο ‘πεδίο του χρόνου’, υφίσταται, ως γνωστόν, και ένας άλλος 
τρόπος περιγραφής, ο οποίος συντελείται στο ‘πεδίο των (µιγαδικών) 
συχνοτήτων’ και στα πλαίσια του οποίου οι σχέσεις ανάµεσα στην εισροή και 
την εκροή του συστήµατος αποδίδονται διαµέσου της λεγόµενης ‘συνάρτησης 
µεταφοράς του συστήµατος’. Ο κατά σειρά δεύτερος τρόπος περιγραφής 
απετέλεσε τη βάση της παραδοσιακής θεωρίας του ελέγχου, ενώ ο πρώτος 
αποτελεί τη βάση της µοντέρνας θεωρίας. Οι βασικές σχέσεις που υφίστανται 
ανάµεσα σε αυτές τις δύο περιγραφές (ή, καλύτερα, ‘γλώσσες’, όπως το 
διατυπώνει ο Kalman, 1963, p. 152), δύνανται να αποδοθούν, εν συντοµία, ως 
εξής (αναλυτικά, βλ. Aseltine, 1958, chs 1-3, 8-9 and 16, Gilbert, 1963, Kal-
man, 1963, D’ Azzo and Houpis, 1988, chs 4, 13 and 22, Luenberger, 1979, ch. 
8, Kuo, 1995, pp. 281-299):  
Ορισµός 2.2.1. Ο z-µετασχηµατισµός µίας δεδοµένης ακολουθίας πραγµατικών 
αριθµών  y(0), y(1), y(2), …, είναι η σειρά 

 
0

( ) ( ( ) / )t
t

Y z y t z
∞

=
≡∑  (5) 

όπου z  είναι µία µιγαδική µεταβλητή. 
Παρατήρηση: Υπό την προϋπόθεση ότι η σειρά (5) συγκλίνει, ο z-
µετασχηµατισµός µετατρέπει, λοιπόν, µία ορισµένη στο πεδίο των 
πραγµατικών αριθµών ακολουθία σε µία ορισµένη στο µιγαδικό πεδίο 
συνάρτηση. 
Ορισµός 2.2.2. Συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος (1α, β) καλείται ο λόγος 
του z-µετασχηµατισµού της εξόδου προς τον z-µετασχηµατισµό της εισόδου, 
όταν οι αρχικές τιµές των µεταβλητών κατάστασης είναι όλες µηδέν ( (0) =v 0 ).  
 Εάν, λοιπόν, εφαρµόσουµε τον z-µετασχηµατισµό στο (1α, β), τότε 
λαµβάνουµε7 

 T T T T( ) (0) ( ) ( )z z z z U z− = +V v V A l  (6α) 

                                                
7 Όπως εύκολα αποδεικνύεται (βάσει της (5)), δεδοµένης µίας ακολουθίας ( )y t , η 
ακολουθία ( 1)y t +  έχει ως z-µετασχηµατισµό την παράσταση: [ ( ) (0)]z Y z y− . 
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 T( ) ( )Y z z=V b  (6β) 
όπου ( ),  ( ),  ( )z U z Y zV  είναι οι  z-µετασχηµατισµοί των ( ),  ( ),  ( ) t u t y tv , 
αντιστοίχως. Έτσι, θέτοντας (0) =v 0 , προκύπτουν τα εξής: 

 T T 1 T 1 1 1( ) ( ) [ ] ( ) [ ]z U z z U z z z− − − −= − = −V l I A l I A  (7α) 
 T 1( ) ( ) / ( ) [ ]H z Y z U z z −≡ = −l I A b  (7β) 

όπου ( )H z  είναι συνάρτηση µεταφοράς. H ( )H z  είναι, λοιπόν, µία ρητή  
πολυωνυµ ι κή  συνάρτηση , η οποία, από ό,τι φαίνεται, εκφράζει πλήρως 
τα στοιχεία ,  ,  A l b  της περιγραφής του συστήµατος (αυτή η θεµελιώδης για 
την παραδοσιακή θεωρία του ελέγχου αντίληψη περί πληρότητας, βλ. π.χ. 
Aseltine, 1958, ch. 9, στην πραγµατικότητα είναι, όπως αποδείχθηκε στα 
πλαίσια της µοντέρνας θεωρίας και όπως θα δούµε στα ακόλουθα, εσφαλµένη). 
Οι τιµές του z που µηδενίζουν τον παρονοµαστή της συνάρτησης µεταφοράς (ο 
οποίος είναι, προφανώς, ένα πολυώνυµο βαθµού όχι µεγαλύτερου από n) 
καλούνται πόλοι του συστήµατος (και δεν είναι παρά οι ιδιοτιµές της µήτρας 
A ), ενώ οι τιµές του z που µηδενίζουν τον αριθµητή (ο οποίος είναι, 
προφανώς, ένα πολυώνυµο βαθµού όχι µεγαλύτερου από 1n − ) καλούνται 
µηδενιστές. Η θέση των πόλων και των µηδενιστών στο z-µιγαδικό επίπεδο 
καθορίζει, ως γνωστόν, τη µεταβατική απόκριση (transient response) του 
συστήµατος, η οποία δύναται να προσδιορισθεί διά της εύρεσης του 
αντιστρόφου z-µετασχηµατισµού (ή του αντιστρόφου Laplace 
µετασχηµατισµού, στην περίπτωση του συνεχούς χρόνου) των συναρτήσεων 
( )H z  και ( )Y z  (βλ. π.χ. D’ Azzo and Houpis, 1988, chs 4 and 6-7). 

Παρατήρηση: Συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος (1αα, β) καλείται ο 
λόγος του Laplace µετασχηµατισµού της εξόδου προς τον Laplace 
µετασχηµατισµό της εισόδου, όταν οι αρχικές τιµές των µεταβλητών 
κατάστασης είναι όλες µηδέν. Ο Laplace µετασχηµατισµός µιας συνάρτησης 
( )y t , 0t ≥ , ορίζεται ως 

 
0

( ) ( ) stY s y t e dt
∞

−≡ ∫               (5α) 

όπου s είναι µία µιγαδική µεταβλητή. Έτσι, θέτοντας (0) =v 0  στο (1αα, β), 
προκύπτουν τα εξής: 
 T T 1( ) ( ) [(1 ) ]s U s s −= + −V l I A            (7αα) 
 T 1( ) ( ) / ( ) [(1 ) ]H s Y s U s s −≡ = + −l I A b           (7βα) 
όπου ( ),  ( ),  ( )s U s Y sV  είναι οι Laplace µετασχηµατισµοί των ( ),  ( ),  ( )t u t y tv , 
αντιστοίχως, και ( )H s  είναι η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος (για τις 
γενικές σχέσεις ανάµεσα στον z-µετασχηµατισµό και τον Laplace 
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µετασχηµατισµό, βλ. π.χ. Aseltine, 1958, Appendix A, D’ Azzo and Houpis, 
1988, ch. 22). 
Θεώρηµα 2.2.1. Εάν και µόνον εάν το σύστηµα (1α, β) δεν είναι πλήρως 
ελέγξιµο και πλήρως παρατηρήσιµο, τότε η συνάρτηση µεταφοράς εκφράζει 
µόνον το πλήρως ελέγξιµο και πλήρως παρατηρήσιµο υποσύστηµα του υπό 
θεώρηση συστήµατος. Δηλαδή, ισχύουν τα ακόλουθα (λάβε υπόψη τις σχέσεις 
(4α, β) και (7α, β)): 

 T 1 *T * 1 1[ ] [ ]z z− − −− = −l I A l I A T  (8α) 
 1 * 1 *[ ] [ ]z z− −− = −I A b T I A b  (8β) 
 *T * 1 *( ) [ ]H z z −= −l I A b  

ή 
 *T * 1 *

2 2 22 2( ) [ ]H z z −= −l I A b  (8γ) 
όπου 2I  είναι η 2 2n n×  µοναδιαία µήτρα, ενώ, όπως εύκολα προκύπτει από τις 

(8α, β), το διάνυσµα T 1[ ]z −−l I A  (και, αντιστοίχως, το διάνυσµα 1[ ]z −−I A b ) 
εκφράζει µόνον τα πλήρως ελέγξιµα (τα πλήρως παρατηρήσιµα) 
υποσυστήµατα, ήτοι τα υποσυστήµατα 1 και 2 (2 και 4). 
Θεώρηµα 2.2.2. Εάν κάποιοι από τους πόλους και τους µηδενιστές του 
συστήµατος συµπίπτουν (εάν, δηλαδή, στη συνάρτηση µεταφοράς σηµειώνεται 
απαλοιφή πόλου-µηδενιστού), το σύστηµα θα είναι µη ελέγξιµο ή/και µη 
παρατηρήσιµο (το ποιο από αυτά τα τρία ενδεχόµενα πράγµατι συµβαίνει 
εξαρτάται από το πώς έχουν ορισθεί οι µεταβλητές κατάστασης). Από την 
άλλη πλευρά, εάν στη συνάρτηση µεταφοράς δεν σηµειώνεται απαλοιφή 
πόλου-µηδενιστού, το σύστηµα µπορεί πάντοτε να αναπαρασταθεί στο χώρο 
κατάστασης ως ένα πλήρως ελέγξιµο και πλήρως παρατηρήσιµο σύστηµα. 

 Από αυτά τα δύο θεωρήµατα προκύπτει, λοιπόν, ότι µόνον εάν το 
σύστηµα (1α, β) είναι πλήρως ελέγξιµο και πλήρως παρατηρήσιµο, η 
περιγραφή του συστήµατος στο χώρο κατάστασης είναι πλήρως ισοδύναµη µε 
την περιγραφή του µέσω της συνάρτησης µεταφοράς. Με άλλα λόγια, µόνον 
σε αυτήν την περίπτωση η προκύπτουσα συνάρτηση µεταφοράς εµπεριέχει 
όλες τις πληροφορίες που χαρακτηρίζουν τη δυναµική συµπεριφορά του 
συστήµατος ή, πράγµα που είναι το ίδιο, η γνώση της συνάρτησης µεταφοράς 
επαρκεί για έναν µονοσήµαντο προσδιορισµό των δυναµικών εξισώσεων (1α, 
β) του συστήµατος.8  

 

                                                
8 Δύναται να αποδειχθεί πως ό,τι ακριβώς ελέχθη στην παρούσα Ενότητα για την περίπτωση του 
διακριτού χρόνου ισχύει και για την περίπτωση του συνεχούς χρόνου (εξαιρείται µία τροποποίηση, η 
οποία αφορά στη διατύπωση των ορισµών της ελεγξιµότητας και της παρατηρησιµότητας και η οποία, 
ωστόσο, δεν µεταβάλλει το νόηµα αυτών των εννοιών – βλ. Kalman, 1963, Luenberger, 1979, ch. 8). 
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3. Ελεγξιµότητα, Παρατηρησιµότητα και Κανονικότητα µίας Τεχνικής 
Παραγωγής 
Έστω µία γραµµική, βιώσιµη και µη διασπώµενη τεχνική απλής παραγωγής à 
la Sraffa, (1960, Part 1), η οποία ορίζεται από το ζεύγος T[ , ]A l , όπου  ( )≥A 0  
είναι η n×n µήτρα των τεχνικών συντελεστών ή, αλλιώς, των υλικών εισροών 
ανά µονάδα παραγόµενου εµπορεύµατος και T T ( )>l 0  είναι το 1×n διάνυσµα 
των εισροών σε άµεση, οµοιογενή εργασία.9 Το ‘βιώσιµο’ της τεχνικής 
σηµαίνει ότι η Perron-Frobenius (P-F εφεξής) ιδιοτιµή, λA , της A  είναι 
µικρότερη του 1, και το ‘µη διασπώµενο’ σηµαίνει ότι όλα τα παραγόµενα 
µέσω αυτής εµπορεύµατα είναι βασικά à la Sraffa  (1960, §§ 6-7) (αναλυτικά 
για αυτά τα ζητήµατα, βλ. π.χ. Kurz and Salvadori, 1995, ch. 4). 

 Εάν υποθέσουµε, περαιτέρω, ότι οι µισθοί πληρώνονται στην αρχή της 
ενιαίας περιόδου παραγωγής και ότι το ενιαίο ποσοστό κέρδους, r , είναι 
εξωγενώς δεδοµένο, τότε το 1×n διάνυσµα των τιµών παραγωγής, T ( )rp , και 
το ενιαίο χρηµατικό ωροµίσθιο, ( )w r , προσδιορίζονται, εξαιρέσει βαθµωτού, 
από το σύστηµα 

 T T T( ) (1 )( ( ) )r r w r= + +p p A l  (9) 
Το οικονοµικά σηµαντικό διάστηµα του ποσοστού κέρδους είναι 0 r R≤ ≤ , 
όπου το (1 ) /R λ λ≡ − A A  είναι γνωστό ως το ‘µέγιστο ποσοστό κέρδους της 

τεχνικής T[ , ]A l ’, διότι µόνον εντός αυτού του διαστήµατος ισχύει >p 0  και 
0w ≥ . Τέλος, οι τιµές τυποποιούνται θέτοντας 

 T ( )r c=p b  (10) 
όπου b  είναι ένα αυθαίρετα επιλεγµένο (ηµι-) θετικό n×1 διάνυσµα και c  µία 
θετική, πραγµατική σταθερά, της οποίας η διάσταση είναι: [µονάδες 
χρήµατος/µονάδα εµπορεύµατος b ], ενώ από τις (9) και (10) εξάγεται µία 
συνεχής και γνησίως φθίνουσα (για 1 r R− < ≤ ) συνάρτηση ανάµεσα στο 
χρηµατικό ωροµίσθιο και το ποσοστό κέρδους, δηλαδή, η λεγόµενη 
‘w r− σχέση’, ήτοι 

                 - για 1 r R− < < : T T 1( ) (1 ) ( ) [ (1 ) ]r r w r r −= + − +p b l I A b 
ή 

 T 1 1( ) [(1 ) [ (1 ) ] ]w r c r r − −= + − +l I A b   (11α) 
                 - για :  0r R w= =  (11β) 

 Για τα ζητήµατα που ενδιαφέρουν εδώ, σηµασία έχουν µόνον τα 
ακόλουθα (Schefold, 1971, pp. 190-20, 1976, Miyao, 1977, Bidard and Salva-

                                                
9 Ο αναγνώστης θα διαπιστώσει στη συνέχεια (Ενότητα 4) γιατί εισάγουµε τα ίδια ακριβώς σύµβολα 
(ήγουν ,  A l , b ) µε αυτά της Ενότητας  2. 
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dori, 1995): 
Ορισµός 3.1. Εάν η µήτρα 
 T T T 2 T 1 T[ , , ,..., ]n−≡L l l A l A l A  
δηλ. η λεγόµενη ‘µήτρα των άµεσων και έµµεσων εισροών εργασίας’ (‘labour 
profile matrix’) έχει βαθµό n, τότε η τεχνική T[ , ]A l  καλείται κανονική 
(regular). Στην αντίθετη περίπτωση καλείται µη κανονική (irregular).  
Θεώρηµα 3.1. Έστω ότι η µήτρα L έχει βαθµό m (1 m n≤ ≤ ). Τότε, και µόνον 
τότε, υπάρχουν m εµπορεύµατα, των οποίων οι τιµές είναι γραµµικώς 
ανεξάρτητες (δηλαδή, δεν υπάρχει ένα µη µηδενικό διάνυσµα e , τέτοιο ώστε 

T[ ] 0m =p e , όπου mp  είναι το διάνυσµα τιµών αυτών των m εµπορευµάτων) και 
n–m εµπορεύµατα, των οποίων οι τιµές µπορούν να εκφρασθούν, για 
1 r R− < ≤ , ως σταθεροί γραµµικοί συνδυασµοί των τιµών αυτών των m 
εµπορευµάτων.  
Θεώρηµα 3.2. Έστω T[ , ]A l  και T[ , ]′ ′A l  δύο n×n τεχνικές και έστω ότι 
  min{  ,   }m rank rank ′= L L  
όπου ′L  είναι η ‘labour profile matrix’ της κατά σειρά δεύτερης τεχνικής. Οι 
ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες: 
(i) οι τιµές και τα ωροµίσθια των δύο τεχνικών είναι τα ίδια σε 1m +  
διαφορετικές τιµές του ποσοστού κέρδους εντός του διαστήµατος 
1 min{ , }r R R′− < <  (όπου R′  είναι το µέγιστο ποσοστό κέρδους της τεχνικής 

T[ , ]′ ′A l ). 
(ii) οι τιµές και τα ωροµίσθια των δύο τεχνικών είναι τα ίδια σε κάθε τιµή του 
ποσοστού κέρδους εντός του διαστήµατος  
 1 r R R′− < < =   
και  
    m rank rank ′= =L L . 
(iii) οι δύο τεχνικές συνδέονται µέσω των σχέσεων ′ = +A A C  και ′ =l l , όπου 
C  είναι µία µήτρα, για την οποία ισχύει =LC 0 . Επιπλέον, εάν m n= , 
τότε ′ =A A . 
Παρατήρηση: Ως γνωστόν, είναι δυνατόν να θεωρηθεί ότι στο σύστηµα τιµών 
(9), (10) αντιστοιχεί το ακόλουθο σύστηµα φυσικών ποσοτήτων (βλ. π.χ. Kurz 
and Salvadori, 1995, ch. 4): 

 ( ) (1 )( ( ) ( ) )g g g d g= + +x Ax b      (9α) 
 T 1=l x   (10α) 

όπου x  είναι το n×1 διάνυσµα των ακαθάριστων εκροών ανά µονάδα 
απασχολούµενης εργασίας, b  ένα εξωγενώς δεδοµένο, ηµιθετικό n×1 
διάνυσµα, το οποίο παριστά τη σύνθεση της κατανάλωσης, d  ένα βαθµωτό, το 
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οποίο παριστά το επίπεδο της κατανάλωσης ανά µονάδα απασχολούµενης 
εργασίας, και g  ο ενιαίος, εξ υποθέσεως, ρυθµός επισώρευσης του κεφαλαίου 
(και µεγέθυνσης του συστήµατος). Έτσι, ό,τι ισχύει για τις σχέσεις ανάµεσα 
στα ,  ,  w rp  και το βαθµό της µήτρας L , ισχύει αναλόγως και για τις σχέσεις 
ανάµεσα στα ,  ,  d gx  και το βαθµό της µήτρας 

 2 1[ , , ,... ]n−≡B b Ab A b A b  
(σύγκρινε, λοιπόν, µε το Θεώρηµα 2.1.2). Τέλος, για δυναµικές εκδοχές των 
συστηµάτων (9)-(10), και (9α)-(10α), οι οποίες δύνανται να αναλυθούν στη 
βάση των εννοιών της ελεγξιµότητας και της παρατηρησιµότητας, βλ. π.χ. Ao-
ki (1976, pp. 31-33 και 86-87), Τakayama (1987, pp. 503-521). Έτσι, για 
παράδειγµα, ισχύει ότι η τεχνική είναι κανονική όταν και µόνον όταν η 
ακόλουθη δυναµική εκδοχή του συστήµατος των τιµών (όπου υποτίθεται ότι το 
ποσοστό κέρδους είναι εξωγενώς δεδοµένο και σταθερό) 

 T T T( 1) (1 )( ( ) ( ) )t r t w t+ = + +p p A l                        (12) 
είναι ελέγξιµο. 

Εάν υποθέσουµε ότι υπάρχει ένα δυναµικό οικονοµικό σύστηµα, το οποίο 
δύναται να περιγραφεί από τις εξισώσεις (1α, β) (ή, αντιστοίχως, από τις 
εξισώσεις (1αα, β)), όπου τα ,  A l  εκφράζουν τα τεχνικά δεδοµένα της 
παραγωγής, τότε µπορούµε, λαµβάνοντας υπόψη τα όσα έχουµε ήδη εκθέσει, 
να συµπεράνουµε τα εξής (η βασιµότητα και το περιεχόµενο αυτής της 
υπόθεσης θα συζητηθεί στην Ενότητα 4 του παρόντος): 
3.1. Μέσω του z-µετασχηµατισµού (ή του µετασχηµατισµού Laplace, στην 
περίπτωση του συνεχούς χρόνου), οι σχέσεις ανάµεσα στα ( ),  ( ),  ( ) t u t y tv , οι 
οποίες είναι ορισµένες στο πεδίο του χρόνου, µετατρέπονται (σύγκρινε τις (7α, 
β) ή, αντιστοίχως, τις (7αα, βα) µε την (11α)) στις σχέσεις T ( ) / ( )r w rp  και 

T[ ( ) ]/ ( )r w rp b , οι οποίες είναι ορισµένες στο πεδίο του ποσοστού κέρδους, 
1 1(1 )  ( (1 ) )r z z r s s− −≡ − ≡ − +  στην περίπτωση του συνεχούς χρόνου).10 

3.2. Καίτοι η πλήρης ελεγξιµότητα και η κανονικότητα αναφέρονται σε 
διαφορετικά συστήµατα εξισώσεων, τα οποία, βέβαια, συνδέονται µεταξύ τους 
µέσω του z-µετασχηµατισµού (ή του µετασχηµατισµού Laplace), η συνύπαρξή 
των είναι πάντοτε δεδοµένη. Όπως ακριβώς η µη ελεγξιµότητα σηµαίνει, 
πρώτον, ότι υπάρχουν µεταβλητές κατάστασης, οι οποίες δεν επηρεάζονται 
(ούτε άµεσα ούτε έµµεσα) από την εισροή του συστήµατος, και, δεύτερον, ότι 
η γνώση του διανύσµατος  

                                                
10 Τονίζεται ότι δεν συντελείται (σε αντίθεση µε ό,τι θα µπορούσε προς στιγµήν να θεωρήσει κανείς) 
ένας µετασχηµατισµός του ( )u t  σε ( )w r  και του ( )tv σε ( )rp . Στο ζήτηµα αυτό θα επανέλθουµε 
(Ενότητα 4). 
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 T T 1( ) / ( ) [ ]z U z z −= −V l I A    
δεν επαρκεί για έναν µονοσήµαντο προσδιορισµό του συστήµατος (1α) (ή, 
αντιστοίχως, του (1αα)), έτσι και η µη κανονικότητα σηµαίνει, πρώτον, ότι 
υπάρχουν εµπορεύµατα, των οποίων οι σχετικές τιµές δεν επηρεάζονται από 
µεταβολές της κατανοµής του εισοδήµατος,11 και, δεύτερον, ότι η γνώση του 
διανύσµατος  
 T T 1( ) / ( ) (1 ) [ (1 ) ]r w r r r −= + − +p l I A    
σε 1m +  διαφορετικές τιµές του ποσοστού κέρδους, στο διάστηµα 1 r R− < < , 
δεν επαρκεί για έναν µονοσήµαντο προσδιορισµό της τεχνικής παραγωγής 
(διαφορετικά ειπωµένο, ‘ακριβώς 2n n+  µεγέθη απαιτούνται για να 
περιγράψουν µία κανονική τεχνική n  εµπορευµάτων’, Kurz and Salvadori, 
1995, p. 175). 
3.3. Το αντίστροφον του µετρηµένου σε όρους του εµπορεύµατος b  
ωροµισθίου ή, αλλιώς, η ‘labour commanded’ (A. Smith) τιµή του 
εµπορεύµατος b , ήγουν το µέγεθος T[ ( ) ]/ ( )r w rp b , συνιστά τη ‘συνάρτηση 
µεταφοράς’ του συστήµατος. Συµπεραίνεται, λοιπόν, ότι η ‘w r−  σχέση’ 
εκφράζει µόνον το πλήρως ελέγξιµο και πλήρως παρατηρήσιµο υποσύστηµα του 
υπό θεώρηση συστήµατος.12 

 
4. Σχετικά µε το Πρόβληµα του Μετασχηµατισµού 
Έστω ένα σύστηµα, το οποίο χρησιµοποιεί την τεχνική παραγωγής [ , ]A l  και 
έστω Tv  το 1×n διάνυσµα των ποσοτήτων της ‘ενσωµατωµένης’ στα επιµέρους 
εµπορεύµατα εργασίας (ή ‘εργασιακών αξιών’, σύµφωνα µε την παραδοσιακή 
αντίληψη – βλ. Δοκίµιο 7 του παρόντος τόµου). Ως γνωστόν, το διάνυσµα Tv  
προσδιορίζεται  από το ακόλουθο σύστηµα 

 T T T= +v v A l  
                                                
11 Στην ειδική (και ακραία) περίπτωση, κατά την οποία το Tl  είναι αριστερό ιδιοδιάνυσµα της A  και, 
άρα,  1rank =L , τα ( )rp και l  είναι γραµµικώς εξαρτηµένα (πρόκειται για τη γνωστή περίπτωση 
της ύπαρξης µιας ‘ενιαίας τιµιακής συνθέσεως κεφαλαίου’). Στην περίπτωση αυτή και εάν, επιπλέον, 
ισχύει (0) =v 0 , τότε γραµµικώς εξαρτηµένα είναι και τα ( ),  0t t∀ >v , και l . Κατά την άποψή 
µου, σε αυτήν την περίπτωση έχουµε µία εκδοχή εκείνων των συστηµάτων που οι H. Maturana και F. 
Varela αποκαλούν ‘αυτοποιητικά’ (‘autopoietic’ – βλ. π.χ. Willke, 1993, § 3.1, και Bourgine and Stew-
art, 2004). 
12 Από την εφαρµογή των Θεωρηµάτων 2.1.3 και 2.2.1 στο σύστηµα τιµών παραγωγής (9)-(10), και 
από τα θεωρήµατα P-F για ηµιθετικές µήτρες προκύπτει εύκολα ότι * *

3 4,  = =p 0 p 0  και ότι η P-F 

ιδιοτιµή της A  συνιστά ιδιοτιµή της υπο-µήτρας *
22A  (όπου τα υποσυστήµατα 1, 2, 3, 4 ορίζονται σε 

συµφωνία µε το Θεώρηµα 2.1.3). Είναι, τέλος, προφανές ότι, µε την εφαρµογή του Θεωρήµατος 2.1.3, 
το υπό θεώρηση σύστηµα τιµών αποσυντίθεται σε βασικά και µη βασικά υποσυστήµατα à la Sraffa 
(βέβαια, αυτά τα υποσυστήµατα δεν έχουν πάντοτε οικονοµικό νόηµα, ακριβώς επειδή τα *

mkA , *
kl  

δύνανται να περιέχουν και αρνητικά στοιχεία). 
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ή  
 T T 1[ ]−= −v l I A                                                           (13) 
Εάν υποθέσουµε, τώρα, ότι, πρώτον, λαµβάνει χώρα µία τεχνική µεταβολή, η 
οποία χαρακτηρίζεται από τις σχέσεις ( )t =A A  και ( ) ( )t u t=l l , όπου ( )u t είναι 
µία θετική, βαθµωτή συνάρτηση του χρόνου, και, δεύτερον, τα µέσα 
παραγωγής και η εργασία εισέρχονται στο σύστηµα κατά την περίοδο t , ενώ οι 
ακαθάριστες εκροές του συστήµατος εµφανίζονται την περίοδο 1t + , τότε το 
διάνυσµα των εργασιακών αξιών προσδιορίζεται από το ακόλουθο σύστηµα:13 

 T T T T T( 1) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t u t+ = + = +v v A l v A l                   (14) 
το οποίο δεν είναι παρά το σύστηµα (1α). Ως εκ τούτου, συνδυάζοντας τα όσα 
αναπτύχθηκαν στις Ενότητες 2 και 3 είµαστε σε θέση να συµπεράνουµε τα 
εξής: 
4.1. Παραδοσιακά, το λεγόµενο πρόβληµα του ‘µετασχηµατισµού των 
εργασιακών αξιών σε τιµές παραγωγής’ συνίσταται στη διερεύνηση των 
ποσοτικών σχέσεων ανάµεσα στα συστήµατα (13) και (9) (για µία 
συστηµατική έκθεση του ζητήµατος, βλ. π.χ. Pasinetti, 1977, ch. 5, Appendix). 
Αυτή η διερεύνηση έδειξε ότι το εν λόγω ‘πρόβληµα’ δεν έχει οικονοµικό 
νόηµα (βλ. κυρίως Steedman, 1977, 1985, Steedman and Tomkins, 1998, 
καθώς και το Δοκίµιο 7 του παρόντος τόµου). Η παρούσα ανάλυση δείχνει ότι 
υφίσταται µία συγκεκριµένη ποσοτική σχέση ανάµεσα στα συστήµατα (14) και 
(9): εάν υποθέσουµε ότι (0) =v 0 , τότε το διάνυσµα των ‘labour commanded’ 
τιµών, T ( ) / ( )r w rp , ισούται µε το λόγο του z-µετασχηµατισµού (όπου 

1(1 )z r −≡ + ) της χρονικής ακολουθίας του διανύσµατος των αξιών  
 T T T T( , (0) , (0) (1) ,...)u u u+0 l l A l   
προς το z-µετασχηµατισµό της ακολουθίας του δείκτη της τεχνικής µεταβολής,  

 ( (0), (1), (2),...)u u u  
δηλ. ισχύει 

 T T( ) / ( ) ( ) / ( )r w r z U z=p V   
ή 

 T T( ) ( ( ) / ( )) ( )r w r U z z=p V                        (15) 
Έτσι, θα πρέπει να εξετασθεί το περιεχόµενο και το οικονοµικό νόηµα αυτού 
του µετασχηµατισµού. 
4.2. Εάν ο ορισµός του z-µετασχηµατισµού (βλ. Ορισµός 2.2.1) ερµηνευθεί από 
οικονοµική άποψη, είναι δυνατόν να λεχθεί ότι τα µεγέθη T ( )zV  και ( )U z  

                                                
13 Για µία εκδοχή αυτού του συστήµατος αξιών, καθώς επίσης και για το σύστηµα των τιµών 
παραγωγής που του αντιστοιχεί, βλ. π.χ. Wolfstetter (1973, pp. 804-807), Okishio et al. ([1978] 1993, 
pp. 90-94). 
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παριστούν την ‘παρούσα αξία’, υπολογισµένη βάσει του επιτοκίου 1z − , των 
ροών του διανύσµατος των εργασιακών αξιών ( )tv  και του δείκτη της τεχνικής 
µεταβολής ( )u t , αντιστοίχως (όταν η περίοδος 0 παριστά το ‘παρόν’). Έπεται, 
λοιπόν, ότι εάν αυτές οι ‘παρούσες αξίες’ υπολογισθούν βάσει ενός επιτοκίου 
ίσου µε 1(1 )r r −− + , τότε ο λόγος των ισούται µε το διάνυσµα των ‘labour com-
manded’ τιµών.14 
4.3. Ωστόσο, το αποτέλεσµα αυτό δεν θα πρέπει να υπερτιµάται. Διότι, 
πρώτον, όπως ακριβώς η (9) γράφεται, για 1 r R− < < , 

     T T 1 T

0
(1 ) [ (1 ) ] (1 ) [(1 ) ]k

k
r w r r w r

+∞
−

=

= + − + = + +∑p l I A l A  (9αα) 

και εκφράζει (δύναται να λεχθεί ότι εκφράζει) το µηδενισµό των ‘παρουσών 
αξιών’ των ακολούθων n ‘flow input-point output’ διαδικασιών παραγωγής 
(βλέπε Sraffa, 1960, ch. 6, Howard, 1980, Ahmad, 1991, Part 2, καθώς και τα 
Δοκίµια 3 και 6, Παράρτηµα, του παρόντος) 

        T T 1 T T T T T T T T{..., , ,..., , , } {..., , ,..., , , }k kw w w w− →l A l A l A l 0 0 0 0 0 p  (16) 
έτσι και η (15) γράφεται  

 T T( ) ( ) ( ) ( )r U z w r z=p V  (15α) 
και εκφράζει (δύναται να λεχθεί ότι εκφράζει) το µηδενισµό των ‘παρουσών 
αξιών’ των ακόλουθων n ‘flow input-flow output’ διαδικασιών παραγωγής15 
                 T T T T T T T T{ , (1), (2), (3),...} { (0) , (1) , (2) , (3) ,...}w w w u u u u→0 v v v p p p p  (17) 
Δεύτερον, διότι η (15) δεν εκφράζει έναν µετασχηµατισµό του ( )tv  σε ( )rp . 
Στην πραγµατικότητα εκφράζει έναν ‘µετασχηµατισµό’ των τιµών σε τιµές, 
αφενός διότι στα T ( ),  ( )z U zV  υπεισέρχεται το r  και αφετέρου διότι στον 
‘τελεστή µετασχηµατισµού’ ( ) / ( )w r U z  του ( )zV  σε ( )rp , υπεισέρχεται, 
διαµέσου του ( )w r , το ( )rp . Εξάλλου, για να υπήρχε όντως ένας 
µετασχηµατισµός του ( )tv  σε ( )rp  θα έπρεπε να υπήρχε ένας 
µετασχηµατισµός της διάστασης ‘εργασία’ στη διάσταση ‘χρήµα’, ο οποίος 
είναι, ωστόσο, και ανύπαρκτος και αδύνατος (όπως έχει αποδειχθεί στα 
                                                
14 Από την οικονοµική ερµηνεία του Laplace µετασχηµατισµού (βλ. (5α)) δύναται να συναχθεί ότι τα 
µεγέθη T ( )sV  και ( )U s  παριστούν την ‘παρούσα αξία’, υπολογισµένη βάσει του επιτοκίου s ,  των 
ροών του ( )tv  και του ( )u t , αντιστοίχως. Έτσι, ό,τι ισχύει για την περίπτωση του διακριτού χρόνου 
ισχύει, καταναλογίαν, και για την περίπτωση του συνεχούς χρόνου. 
15 Στην ειδική περίπτωση, κατά την οποία η ( )u t  είναι η λεγόµενη ‘συνάρτηση µοναδιαίας ώθησης’ 
(‘unit impulse function’), δηλαδή ισχύει ( ) 1u t = , για 0t = , και ( ) 0u t = , για 0t ≥ , προκύπτει 

( ) 1U z =  και, έτσι, η (9αα) και η (15α) (ή, ισοδυνάµως, η (16) και η (17)) συµπίπτουν. Για τον 
ορισµό της συνάρτησης µοναδιαίας ώθησης στην περίπτωση του συνεχούς χρόνου, η εφαρµογή της 
οποίας στο σύστηµα οδηγεί σε ένα ισοδύναµο αποτέλεσµα (ακριβώς επειδή ισχύει ( ) 1U s = ), βλ. π.χ. 
Aseltine (1958, chs 3 and 9). 
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πλαίσια της ήδη δεδοµένης κριτικής του προβλήµατος του ‘µετασχηµατισµού’ 
– βλ. Δοκίµιο 7 του παρόντος). Για αυτό ακριβώς, ο ‘µετασχηµατισµός’ του 
στοιχείου j  του ( )zV  (του οποίου η διάσταση είναι: [µονάδες 
εργασίας/µονάδα εµπορεύµατος j ]) στο στοιχείο ( )jp r  συντελείται 
αναγκαστικά (βλ. (15)) διαµέσου του ( )w r , ήτοι διαµέσου ενός µεγέθους του 
οποίου η διάσταση είναι: [µονάδες χρήµατος/µονάδα εργασίας].16 Με άλλα 
λόγια, δηλαδή, ό,τι ισχύει για τη σχέση ανάµεσα στα ( )rp  και v , η οποία είναι 
(εξάγεται από τις (9) και (13)) 

 T T( ) ( )r r=p v T  (18) 

όπου [ ] 1( ) (1 ) ( )r r w r r −≡ + −T I H  είναι ο ‘τελεστής µετασχηµατισµού’ και 
1[ ]−≡ −H A I A , ισχύει, αναλόγως, και για τη σχέση ανάµεσα στα ( )rp  και ( )tv . 

Τρίτον, η ισχύς της (15) δεν είναι πάντοτε δεδοµένη, διότι δεν προϋποθέτει 
µόνον το αµετάβλητο της A  αλλά και την οικονοµικά σηµαντική σύγκλιση της 

σειράς 
0
[ ( ) / ]t

t
u t z

∞

=
∑ . Για παράδειγµα, εάν ισχύει ( ) 1u t = , οπότε δεν λαµβάνει 

χώρα τεχνολογική µεταβολή,17 η εν λόγω σειρά δεν συγκλίνει για 0 r R≤ < , 
ενώ εάν ισχύει ( ) tu t u= , το διάστηµα σύγκλισης της εν λόγω σειράς 
περιλαµβάνει όλο το οικονοµικά σηµαντικό διάστηµα του r  εάν και µόνον εάν 
u λ< A. Τέλος, ακόµα και αν παραβλέψουµε όλα τα προηγούµενα σηµεία 
κριτικής, θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η (15) δεν εκφράζει έναν 
‘µετασχηµατισµό’ του ( )tv  σε ( )rp , αλλά µάλλον έναν ‘µετασχηµατισµό’ (βλ. 
σχέσεις (8α) και (8γ)) των πλήρως ελέγξιµων και πλήρως παρατηρήσιµων 
µεταβλητών του συστήµατος στο ( )rp  (αναλόγως το ίδιο ισχύει και για το 
‘µετασχηµατισµό’ του v  σε ( )rp ). 

 
5. Συµπερασµατικές Παρατηρήσεις 
Αποδείχθηκε, στη βάση των αρχών της Θεωρίας του Ελέγχου, ότι η εφαρµογή 

                                                
16 Θα µπορούσε να θεωρηθεί ότι αυτό το ζήτηµα δεν υφίσταται όταν το ( )u t  είναι τέτοιο ώστε να 

προκύπτει ( ) ( )U z w r=  ή, ισοδυνάµως, T ( ) 1z =V b , ή όταν το ( )w r είναι αδιάστατο µέγεθος 

(π.χ. επειδή οι σχετικές τιµές των εµπορευµάτων τυποποιούνται θέτοντας T T( )r =p b v b . Ωστόσο, η 
κατά σειρά πρώτη από αυτές τις περιπτώσεις είναι ανύπαρκτη (όπως εύκολα συνάγεται από τον ορισµό 
του z-µετασχηµατισµού και από την εξίσωση της σχέσης ( )w r ), ενώ η ύπαρξη της δεύτερης δεν 
συνιστά, προφανώς, µία λύση του εν λόγω ζητήµατος. Για όλους αυτούς τους λόγους, λοιπόν, ό,τι 
ελέχθη στην υποσηµείωση 10 πρέπει να γίνει δεκτό. 
17 Στην περίπτωση αυτή το σύστηµα (14) είναι ‘ολικά ασυµπτωτικά ευσταθές’ (globally asymptotically 
stable), T T 1( ) [ ]t −→ −v l I A  για t→ +∞ , ακριβώς επειδή η τεχνική παραγωγής είναι βιώσιµη, 

ήγουν 1λ <A  . 
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του z- µετασχηµατισµού (ή του Laplace) σε καταλλήλως ορισµένο δυναµικό 
σύστηµα προσδιορισµού των εργασιακών αξιών οδηγεί σε σύστηµα, το οποίο 
είναι ανάλογο µε το σύνηθες σύστηµα προσδιορισµού των τιµών παραγωγής 
(και vice versa). Έτσι, εντοπίσθηκαν και ερµηνεύθηκαν εκείνες οι ευθείες 
σχέσεις, οι οποίες υφίστανται ανάµεσα στις δυϊκές έννοιες της πλήρους 
ελεγξιµότητας-παρατηρησιµότητας και την έννοια της κανονικότητας.18 

 Εάν ο εν λόγω µετασχηµατισµός συνιστούσε πράγµατι ένα 
‘µετασχηµατισµό των αξιών σε τιµές παραγωγής’ (µε το οικονοµικό 
περιεχόµενο και τη σηµασία του όρου), τότε θα έπρεπε να λεχθεί ότι οι 
περιγραφές των κεφαλαιοκρατικών συστηµάτων σε όρους αξιών και σε όρους 
τιµών παραγωγής δεν είναι πάντοτε ισοδύναµες και, κυρίως, ότι η κατά σειρά 
πρώτη από αυτές τις περιγραφές είναι η πλέον αξιόπιστη (διότι κατά τη 
µετάβαση από την πρώτη περιγραφή στη δεύτερη συντελείται, όταν το υπό 
θεώρηση σύστηµα δεν είναι πλήρως ελέγξιµο-παρατηρήσιµο, µία απώλεια 
πληροφοριών). Ωστόσο, επειδή (i) στην έννοια του κεφαλαιοκρατικού τρόπου 
παραγωγής  αντιστοιχεί ένα διατοµεακά ενιαίο, θετικό ποσοστό κέρδους και, 
άρα, ισχύουσα είναι µόνον η κατά σειρά δεύτερη περιγραφή, και (ii) ο z-
µετασχηµατισµός (ή ο Laplace) δεν συνιστά ένα ‘µετασχηµατισµό των αξιών 
σε τιµές παραγωγής’, έπεται ότι µόνον η κατά σειρά δεύτερη περιγραφή είναι 
οικονοµικά σηµαντική.  
 Με άλλα λόγια, ενώ στα πλαίσια της Θεωρίας του Ελέγχου η απώλεια 
πληροφοριών, η οποία συντελείται, ενδεχοµένως, κατά τη µετάβαση από την 
περιγραφή ενός συστήµατος στο ‘χώρο κατάστασης’ (ή, αλλιώς, στο ‘πεδίο 
του χρόνου’) στην περιγραφή του σε όρους της ‘συνάρτησης µεταφοράς’, 
συνιστά ένα αποφασιστικό σηµείο κριτικής της κατά σειρά δεύτερης 
περιγραφής, στα πλαίσια της οικονοµικής θεωρίας του κεφαλαιοκρατικού 
τρόπου παραγωγής η απώλεια πληροφοριών, η οποία συντελείται, 
ενδεχοµένως, κατά τη µετάβαση από την περιγραφή του οικονοµικού 
συστήµατος σε όρους εργασιακών αξιών στην περιγραφή του σε όρους τιµών 
παραγωγής, και, άρα, της ‘w r−  σχέσης’, είναι άνευ σηµασίας. Για την 
ακρίβεια, µάλιστα, άνευ σηµασίας είναι η ίδια η περιγραφή σε όρους 
εργασιακών αξιών.  
 
                                                
18 Είναι µάλλον προφανές ότι οι εν λόγω σχέσεις θα µπορούσαν να αναλυθούν (και) στη βάση των 
συστηµάτων (12) και (9). Σε αυτήν την περίπτωση θα είχαµε 1(1 )r r z z−≡ + − , και, έτσι, το 

επιτόκιο υπολογισµού των ‘παρουσών αξιών’  θα ήταν 1( )(1 )r r r −− +  (ήτοι, το r  θα µπορούσε να 
θεωρηθεί ως το ονοµαστικό επιτόκιο και το r  ως ο ρυθµός πληθωρισµού). Η παρούσα συζήτηση 
διεξήχθη στη βάση των (14) (ήτοι  0,  ( ) ( )r t t= =p v ) και (9), ακριβώς επειδή στόχευε στην 
κριτική του προβλήµατος του ‘µετασχηµατισµού των εργασιακών αξιών’. 



 

 19 

Αναφορές 
Ahmad, S. (1991) Capital in Economic Theory: Neo-classical, Cambridge and Chaos, 

Aldershot, Edward Elgar. 
Aoki, M. (1976) Optimal Control and System Theory in Dynamic Economic Analysis, 

New York, North-Holland.  
Aseltine, J. A. (1958) Transform Method in Linear System Analysis, New York, 

McGraw-Hill.  
Bidard, C. and Salvadori, N. (1995) Duality between prices and techniques, European 

Journal of Political Economy, 11, pp. 379-389. 
Bourgine, P. and Stewart, J. (2004) Autopoiesis and cognition, Artificial Life, 10, pp. 

327-345. 
Chen, C. T. and Desoer, C. A. (1968) Proof of controllability of Jordan form state 

equations, IEEE Trans. Automatic Control, 13, pp. 195-196. 
Chukwu, E. N. (2003) Optimal Control of the Growth of Wealth of Nations, London 

and New York, Taylor & Francis. 
D’ Azzo, J. J. and Houpis, C. H. (1988) Linear Control System Analysis and Design: 

Conventional and Modern, New York, McGraw-Hill. 
Θεοδωρίδης, Σ., Μπερµπερίδης, Κ. και Κοφίδης, Λ. (2004) Εισαγωγή στη Θεωρία 

Σηµάτων και Συστηµάτων, Αθήνα, Τυπωθήτω. 
Ford, D. A. and Johnson, C. D. (1968) Invariant subspaces and the controllability and 

observability of linear dynamical systems, Journal SIAM on Control, 6, pp. 553-
558. 

Gilbert, E. G. (1963) Controllability and observability in multivariable control sys-
tems, Journal SIAM on Control, 2, pp. 128-151. 

Howard, M. C. (1980) Austrian capital theory: an evaluation in Terms of Piero Sraf-
fa’s Production of Commodities by Means of Commodities, Metroeconomica, 
32, pp. 1-24. 

Johnson, C. D. (1966) Invariant hyperplanes for linear dynamical systems, IEEE 
Trans. Automatic Control, 11, pp. 113-116. 

Κρικέλης, Ν. Ι. (1985) Εισαγωγή στον Αυτόµατο Έλεγχο, Αθήνα. 
Κρικέλης, Ν. Ι. (χ.χ.) Μοντελοποίηση και Βέλτιστος Έλεγχος Συστηµάτων, Αθήνα, 

Φούντας. 
Kalman, R. E. (1960) On the general theory of control systems, Proceedings First In-

ternational Congress on Automatic Control, London, Butterworths, 1, pp. 481-
492. 

Kalman, R. E. (1963) Mathematical description of linear dynamical systems, Journal 
SIAM on Control, 2, pp. 152-192. 

Kurz, H. D. and Salvadori, N. (1995) Theory of Production. A Long-Period Analysis, 
Cambridge, Cambridge University Press. 

Kuo, B. C. (1995) Automatic Control Systems, New York, John Wiley and Sons. 
Luenberger, D. G. (1979) Introduction to Dynamic Systems: Theory, Models and Ap-

plications, New York, John Wiley and Sons. 



 

 20 

Miyao, T. (1977) A generalization of Sraffa’s standard commodity and its complete 
characterization, International Economic Review, 18, pp. 151-162. 

Mussa, M. (1979) Empirical regularities in the behavior of exchange rates and theo-
ries of the foreign exchange market, in: K. Brunner and A. H. Meltzer (eds) Pol-
icies for Employment, Prices and Exchange Rates, pp. 9-57, Amsterdam, North-
Holland  

Okishio, N., Nakatani, T. and Kitano, M. ([1978] 1993) Three topics on the Marxian 
fundamental theorem, in: M. Krüger and P. Flaschel (eds) (1993) Nobuo Okish-
io - Essays on Political Economy. Collected Papers, pp. 77-94, Frankfurt am 
Main, Peter Lang. 

Pasinetti, L. (1977) Lectures on the Theory of Production, London, MacMillan 
(ελληνική έκδοση: Αθήνα, 1991, Κριτική). 

Σχοινάς, Ι. (1990) Εξισώσεις Διαφορών και Διαφορικές Εξισώσεις, Θεσσαλονίκη, 
Ζήτης. 

Schefold, B. (1971) Mr. Sraffa on Joint Production, Ph.D. thesis, University of Basle, 
mimeo. 

Schefold, B. (1976) Relative prices as a function of the profit rate: a mathematical 
note, Journal of Economics, 36, pp. 21-48. 

Sraffa, P. (1960) Production of Commodities by Means of Commodities. Prelude to a 
Critique of Economic Theory, Cambridge, Cambridge University Press 
(ελληνική έκδοση (1985): Θεσσαλονίκη, Σύγχρονα Θέµατα, Προλογικό 
Σηµείωµα: Γ. Κριµπάς, Μετάφραση: Σ. Βασιλάκης). 

Steedman, I. (1977) Marx after Sraffa, London, New Left Books. 
Steedman, I. (1985) Heterogeneous labour, money wages, and Marx’s theory, History 

of Political Economy, 17, pp. 551-574. 
Steedman, I. and Tomkins, J. (1998) On measuring the deviation of prices from val-

ues, Cambridge Journal of Economics, 22, pp. 379-385. 
Takayama, A. (1987) Mathematical Economics, Cambridge, Cambridge University 

Press. 
Willke, H. (1993) Systemtheorie, Stuttgart, Gustav Fischer Verlag (ελληνική έκδοση: 

Αθήνα, 1996, Κριτική). 
Wohltmann, H.-W. (1981) Complete, perfect, and maximal controllability of discrete 

economic systems, Metroeconomica, 41, pp. 39-58.  
Wolfstetter, E. (1973) Surplus labour, synchronised labour costs and Marx’s labour 

theory of value, Economic Journal, 83, pp. 787-809. 


